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The aim of this note is to generalize the Principal Ideal Theorem to the genus
field of an abelian extension of a quadratic imaginary field k. We use the complex
multiplication theory to find explicit generators for ambiguous ideals in the genus
field of some abelian extensions of k.  2000 Academic Press
Le but de ce papier est de ge ne raliser le the ore me de l’ide al principal au corps de
genres d’une extension abe lienne d’un corps quadratique imaginaire k. On utilise la
the orie de la multiplication complexe pour construire des ge ne rateurs explicites
pour les ide aux ambiges de certaines extensions abe liennes de k.  2000 Academic Press
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1. INTRODUCTION
Dans cet article, on e tudie la capitulation de classes d’ide aux ambiges
dans le corps de genres relatif d’une extension abe lienne de corps de
nombres. Le premier re sultat dans cette direction est le ce le bre the ore me de
l’ide al principal [7] dont on rappelle l’e nonce .
Tout ide al de k devient principal dans le corps de classes de Hilbert k(1).
Gra^ce au the ore me de Kronecker Weber, rendant explicite la the orie du
corps de classes sur Q, et a la maitrise de la ramification dans les exten-
sions cyclotomiques, Furuya [1] a obtenu le re sultat suivant:
Soit KQ une extension abe lienne du corps des rationnels. Tout ide al ambige
de KQ est principal dans le corps de genres au sens restreint de KQ.
Nous utilisons ici la the orie de la multiplication complexe, qui rend
explicite la construction des corps de classes de rayon d’un corps quadrati-
que imaginaire k, pour fournir des ge ne rateurs explicites pour les ide aux
ambiges dans le corps de genres de certaines extensions abe liennes de k.
R. Schertz s’est de ja inte resse a de telles constructions, en particulier dans
l’article [3], il donne des ge ne rateurs explicites pour le the ore me de l’ide al
principal.
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Pour la suite, on utilisera les notations suivantes:
k un corps quadratique imaginaire de discriminant dk .
f un ide al entier de k, k(f) le corps de classes de rayon f sur k.
p un ide al premier de k.
Kk une extension abe lienne de degre fini.
K g le corps de genres de K par rapport a k.
Ip (Kk) le groupe d’inertie en p.
On rappelle qu’un ide al A de K, est ambige s’il est invariant sous l’action
de Gal(Kk).
Plan. Dans une premie re partie, on utilise la the orie du corps de classes
pour re duire le proble me. Dans une deuxie me partie, on construit des
ge ne rateurs d’uniformisantes dans les corps de rayon k(f) (cette construc-
tion est aussi donne e dans [2]) lorsque f=p:, puis lorsque f=p:11 } } } p
:n
n .
Ceci donne un premier re sultat de capitulation dans le cas ou la ramifica-
tion ne se ‘‘me lange pas’’, analogue a [11]. Enfin dans une troisie me partie
on utilise les constructions pre ce dentes pour descendre au corps de genres
afin d’arriver aux re sultats suivants:
Proposition 1.1. Soir Kk une extension abe lienne d ’un corps quadratique
imaginaire, alors tout ide al ambige A de K est tel que:
1. A2 est principal dans K g si dk<&4.
2. A4 est princpal dans K g si dk=&4.
3. A6 est principal dans K g si dk=&3.
The ore me 1.1. On suppose que dk<&4. Soit K une extension abe lienne
de k de conducteur f premier a 2. Alors tout ide al ambige de K est principal
dans K g.
2. RE DUCTION DU PROBLE ME
Soient k un corps quadratique imaginaire pur, Kk une extension
abe lienne et v une place de K au dessus d’un ide al premier p de k. Kv ,
le comple te de K pour v, est une extension de kp de groupe de Galois Dv ,
Dv e tant le groupe de de composition de v inde pendant du choix de v.
La the orie du corps de classes locale donne un homomorphisme surjectif
K, p : k*p  Dv
dont la restriction au sous groupe des unite s Up donne le sous groupe
d’inertie en p, Ip (Kk).
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On de finit alors par np le plus petit entier tel que K, p(U (n)p )=id, avec
U (0)p =Up et U
(n)
p =[: # k*p :#1 mod p
n] pour tout n1. Le conducteur
de l’extension Kk est alors f(Kk)=> pnp (il n’y a pas de partie infinie car
k n’a qu’une place infinie et elle est complexe). K est une sous extension de
l’extension abe lienne maximale de conducteur f, donne e par le corps de
rayon modulo f, k(f). Par fonctorialite de l’homomorphisme d’Artin, si K g
est le corps de genres de K par rapport a k, on remarque que f(K gk)=
f(Kk). En particulier, tous les corps de rayon sont leurs propres corps de
genres. De plus si L et K sont deux extensions abe liennes de k telles que
K/L, alors K g/L g, on en de duit alors les inclusions suivantes pour toute
extension abe lienne Kk de conducteur f : k(1)/K g/k(f).
Remarque 2.1. 1. Il suffit de regarder la principalite dans K g d’ide aux
ambiges de K divisibles par les ide aux premiers entrant dans la de composi-
tion des premiers ramifie s de k, c’est a dire les premiers p divisant f. En
effet les ide aux ambiges premiers a f sont en fait des ide aux de k e tendus
a K et, k(1) e tant inclus dans K g, ils sont principaux par le the ore me de
l’ide al principal.
2. De plus, on remarque que K g est son propre corps de genres par
rapport a k. Il suffit donc de travailler dans des extensions abe liennes de k
qui sont leur propre corps de genres et de conducteur divisant f, f e tant
un ide al donne de Ok . Le lemme suivant donne une description de telles
extensions.
Lemme 2.1. Soit k/K/k(f) une extension abe lienne de k incluse dans k(f).
Alors
1. K g=K  Gal(k(f)K)=‘
pf
Ip (k(f)K)
2. Re ciproquement, pour tout pf, soit Hp un sous groupe de Ip (k(f)k).
Soit H=>pf Hp et K=k(f)
H alors K g=K.
De monstration. 1. Il suffit de remarquer que pour tout p divisant f, la
sous-extension de k(f) laisse e fixe par Ip (k(f)K) est l’extension maximale de
K incluse dans k(f) non ramifie e en p. Toutes les extensions conside re es





2. On utilise 1. et le fait que pour tout pf,
Ip (k(f)k(f)
H
)=Ip (k(f)k) & H#Hp
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ce qui permet d’obtenir
‘ Ip =‘ Hp . K
De sormais K de signe une extension abe lienne de k ve rifiant K g=K.
Etant donne que les corps de rayon sont leurs propres corps de genres,
on s’inte resse tout d’abord aux corps de rayon en construisant explicite-
ment des ge ne rateurs d’uniformisantes. D’autant que ce premier travail sera
utile pour redescendre a la capitulation dans les corps de genres.
3. CONSTRUCTION D’UNIFORMISANTES DANS
LES CORPS DE RAYON
Pour construire des ge ne rateurs d’uniformisantes dans les corps de
rayon, on utilise des re sultats e nonce s dans [2].
Soit k un corps quadratique imaginaire de discriminant dk . On note j(Ok)
l’invariant modulaire et 2(Ok) le discriminant associe s a l’anneau des
entiers Ok de k. D’apre s [2], on a le lemme suivant:
Lemme 3.2. Il existe des unite s =2 , =3 , telles que
=&12
3- j(Ok), =&13 - j(Ok)&123 # k (1).
On peut alors donner la de finition suivante:
Definition 3.1. Pour ! # k"Ok , nous posons
P(!) :=\= ^(! | Ok)6- 2(Ok) +
e
avec ^ la fonction de Weierstrass associe a Ok ,
1, si dk {&3, &4
e={2, si dk=&43, si dk=&3
et
=2=3 , si dk {&3, &4
=={=2 , si dk=&4=3 , si dk=&3
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D’apre s [2], pour tout ide al entier f de k, pour tout ! # k"Ok d’annu-
lateur f, P(!) # k(f).
De plus pour !1 , !2 appartenant a k"Ok , on a la formule suivante, qui








ou ‘ est une racine primitive e-ie me de l’unite et .(z)=.(z | Ok), la fonction
de Klein associe a Ok (pour la de finition, voir [5]).
Enfin, suivant [6] et [5] on a le re sultat suivant qui donne une factorisa-
tion de .(! | Ok) analogue a la factorisation des unite s cyclotomiques.
The ore me 3.2.
.(! | Ok)t{1p1,(p n)
si Ann(!) est compose
si Ann(!)=pn, p un ide al premier
ou , de signe la fonction d ’euler.
3.1. Construction d ’uniformisantes dans k(p n), p ide al premier
A l’aide de la relation 2.1 et du the ore me 1, on peut construire des
uniformisantes dans tout corps de rayon du type k(p n)ou p est un ide al
premier de Ok . Les extensions k (p
n)k (1) e tant totalement ramifie es, il suffit
d’obtenire des uniformisantes a partir d’un certain rang n.
Proposition 3.1. On suppose que dk<&4. Pour tout ide al premier p de
Ok , soit !p n un point primitif de pn-division.
1. Si 2 est de compose dans k, 2=q2q 2 . Soit ! un point primitif de
2-division, alors pour tout p, pour tout n2





2. Si 3 est de compose dans k, 3=q3q 3 . Soit ! un point primitif de
3-division, alors pour tout p, pour tout n3,






3. Si 2 et 3 sont ramifie s dans k, 2=q22 , 3=q
2
3 . Soit ! un point
primitif de q2q3 -divison, alors pour tout p et pour tout n3,





4. Si 2 est ramifie dans k, 2=q22 , et 3 est inerte. Soit : # k
(1) tel que
q2=(:) (un tel e le ment existe par le the ore me de l ’ide al principal ), alors
pour tout p{q2 , pour tout n1





5. Si 3 est ramifie dans k, 3=q23 , et 2 est inerte. Soit : # k
(1) tel que
q3=(:), alors pour tout p{q3 , pour tout n2





6. Si 2 et 3 sont inertes dans k. Il existe :2 # k(2) (resp. :3 # k(3)) tel
que :2 t22,(2) (resp. :3 t32,(3)). On note N2=Nk (p n ) k (2)k (p n ) (resp. N3=
Nk (p n ) k (3)k (p n )), alors pour tout p{2, 3, pour tout n1,
N3 \ 1:3(P(!p n)&P(!3))+
N2 \ 1:2(P(!pn)&P(!2))+
# k (pn) et
N3 \ 1:3(P(!p n)&P(!3))+
N2 \ 1:2(P(!pn)&P(!2))+
tp2,(p n)





1, 2, 3, 4, 5 se de duisent imme diatement de la relation 1 et du the ore me 3.2.
6. On suppose que 2 et 3 sont inertes dans k, i.e. ,(2)=3 et ,(3)=8.
Soient !2 et ! 2 (resp. !3 et ! 3) deux points primitifs de 2-division (resp. de
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3-division) tels que !2 {\! 2 (resp. !3 {\! 3). Alors :2=1(P(!2)&P(! 2))
(resp. :3=1(P(!3)&P(! 3))). De plus, pour tout p{2, 3,











Alors, en remarquant que les extensions k(p n)k(2)k(p n) et k(p n)k(3)k(p n) sont
non ramifie es en p et que [k(p n)k (2) : k(2)]=3 et [k(pn)k(3) : k (3)]=4, on en
de duit le re sultat souhaite .
Il reste a constuire des uniformisantes pour p divisant 2 ou 3 dans les cas
4, 5, 6 de la proposition pre ce dente.
Pour ce faire, on utilise le lemme suivant:
Lemma 3.3. On suppose que dk< &4. Il existe deux nombres premiers
impairs q1 et q2 diffe rents de 3, totalement de compose s dans k tels que
((q1&1)2, (q2&1)2)=1.
De monstration. 1. Soit k=Q(- &d), avec d # Z+, d= p1 } } } pn ( pi
premiers, pi {2), soit q un nombre premier, q{ pi , tel que q#3 mod 4,
alors
\&dq +=&(&1) ( p1&1)2 } } } (&1) ( pn&1)2 \
q
p1+ } } } \
q
pn+ .
Si &(&1)( p1&1)2 } } } (&1)( pn&1)2=1 (resp. si &(&1)( p1&1)2 } } } (&1)( pn&1)2
=&1), le The ore me de Dirichlet nous assure l’existence d’un nombre premier
q1 tel que: q1 #3 mod 4, q1 #gi mod pi , avec gi {1 (resp. q1 #3 mod 4,
q1  g1 mod p1 , q1 # gi mod pi , avec gi { 1). Alors (&dq1) = 1,
((q1&1)2, 2)=1 et ((q1&12, pi)=1. A l’aide du the ore me de Dirichlet,
on choisit alors un nombre premier q2 tel que q2 #3 mod 4, q2 #gi
mod pi et q2 #3 mod ((q1&1)2) (resp. q2 #3 mod 4, q2 g1 mod p1 ,
q1 #gi mod pi et q2 #3 mod ((q1&1)2)). Alors (&dq2)=1 et (q2&1)2
#1 mod ((q1&1)2).
2. Soit k=Q(- &d) avec d=2p1 } } } pn , soit q un nombre premier
impair distinct des pi , alors
\&dq +=(&1) (q&1)2 (&1) (q2&1)8 (&1) (q&1)( pn&1)4




De la me^me manie re que pre cedement, le the ore me de Dirichlet nous
assure l’existence de deux nombres premiers q1 , q2 #3 mod 8, totalement
de compose s dans k tels que ((q1&1)2, (q2&1)2)=1. K
Soit q1 et q2 deux tels nombres premiers, q1=q1 q 1 , q2=q2 q 2 . Soit q
l’ide al premier divisant 2 ou 3, on conside re le diagramme suivant,
pour la constuction d’uniformisante dans k(qn) on utilise alors un raisonne-
ment analogue au 6 de la proposition pre ce dente.
Proposition 3.2. Si dk=&4, 2 est ramifie et 5 est de compose , 2=q22 ,
5=q5q 5 . Soit ! un point primitif de q2q5 -division. Pour tout ide al premier
p de Ok , soit !p n un point primitif de pn-division. Alors, pour tout p, pour tout
n3,
P(!p n)&P(!) # k(p
n) et \ 1P(!pn)&P(!)+
[k ( p n ) : k ( 1 )]
=p
Proposition 3.3. Si dk=&3, 2 est inerte et 3 est ramifie , 3=q23 . Soit
! un point primitif de 2q3 -division. Pour tout ide al premier p de Ok , soit !p n
un point primitif de pn-divison. Alors, pour tout p, pour tout n2,
P(!p n)&P(!) # k(p
n) et \ 1P(!pn)&P(!)+
[k ( p n ) : k (1)]
=p.
Remarque 3.2. Dans l’article [4], the ore me 10, Schertz donne une
construction plus ge ne rale d’uniformisantes dans tout corps de rayon du
type k(p n).
De cette premie re partie, on en de duit un premier re sultat analogue au
corps de base des rationnels (cf. [11]):
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The ore me 3.3. Soit k un corps quadratique imaginaire pur, et Kk une





(la ramification ne se ‘‘me lange’’ pas) alors tout ide al ambige de Kk est
principal dans K.
De monstration. D’apre s de 1 de la remarque 2.1, il suffit de montrer que
pour tout pf, le produit des ide aux premiers au dessus de p dans K est
principal.
Soit f=p:A avec (p, A)=1. Soit k (p)=Kk(A) & k(p
:).
On a alors le diagramme
avec ep l’indice de ramification de p dans Kk. Comme aucune autre place
que p ne se ramifie dans k(p:)k(1) et que p est non ramifie dans k(A)k(1),
on en de duit que l’extension Kk(p) K est non ramifie e. De plus l’extension
Kk(p) k est abe lienne, alors Kk(p)=K.
Soit ?p une uniformisante pour p dans k(p
:). Soit p=> _(P)ep dans K.
L’extension k(p :)k(1) e tant totalement ramifie e en p, p=(Np (?p ))ep dans
k(p) ou Np =Nk ( p : )k(p) .
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Alors,
‘ _(P)=(Np (?p )) dans Kk(p)
Ainsi > _(P) est principal dans K et le the ore me 4.1 est prouve . K
3.2. Construction d ’uniformisantes dans k(f) lorsque f=p:11 } } } p
:n
n
D’apre s la relation 1 et le the ore me 3.2, on en de duit imme diatement la
proposition suivante:
Proposition 3.4. Soit f un ide al de Ok , f=p: A avec (p, A)=1, A ne
divisant pas 2 si dk &4 et A ne divisant pas 2 ou 3 si dk=&3.
Soit ap # k(p
:) tel que ap tp2,(p)
: si dk<&4, ap tp4,(p)
: si dk=&4,
ap tp6,(p)
: si dk=&3. (cf. partie 3.1)
Soient !p un point primitif de p:-division et ! un point de A-division tel








Remarque 3.3. Lorsque dk< &4 et A divise 2, pour tout p premier,
k(p : A)=k(p :)k (A).
Il reste alors les cas suivants a traiter:
1. dk=&4, &3, f=p:2, [k(f) : k(1)]=,(p:)2 et avec ! un point




2. dk=&3, f=p:(1+ j), [k(f) : k(1)]=,(p:)3 et avec ! un point
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4. DESCENTE AU CORPS DE GENRES
Proposition 4.1. Soit K une extension abe lienne de k telle que K g=K,
et de conducteur d ’Artin divisant f. Tout ide al ambige A de K est tel:
1. A2 est principal dans K g si dk<&4.
2. A4 est principal dans K g si dk=&4.
3. A6 est principal dans K g si dk=&3.
De monstration. Supposons que dk<&4. Soit q un nombre premier
impair distinct de 3 tel que (f, q)=1 et q=qq dans k.
K g=K  Gal(k (fq)K)=\‘pf Ip (k
(fq)K)+ } Iq (k(fq)K)
or Iq (k(fq)K)=Iq (k(fq)k (f))=Gal(k(fq)k(f)), donc K=(pf K(p)) & k(f)
avec K(p)=k(fq)
Hp et Hp =Ip (k( (fq)K). On peut alors montrer que:
kK (q)=\,pf K(p) +& (k
(f)k (q))
en effet, Gal(k(fq)Kk(q))=Gal(k(fq)K) & Gal(k(fq)k(q), donc
Gal(k(fq)Kk (q))=\\‘pf Ip (k
(fq)K)+ } Gal(k(fq)k(f))+& Gal(k(fq)k(q))
or
\pf : Ip (k(fq)K)=Ip (k(fq)Kk(q))/Gal(k(fq)K (q))
donc
Gal(k(fq)Kk (q))=\‘pf Ip (k
(fq)K)+ } (Gal(k(fq)k(f)) & Gal(k(fq)k (q)))
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On a alors le diagramme
Pour tout pi f, on note Npi=Nk ( f q )K(pi) et on conside re dans k
(fq) des




avec !pi un point primitif de p
vpi (f)i -division et ! un point primitif q-division.
Pour tout pi f, l’extension k(fq)k(fqp i
v p i (f)) est totalement ramifie e, alors le
produit des ide aux premiers au dessus de pi est principal dans K(pi) , de
ge ne rateur Npi (?pi ). Or, par la the orie du corps de classe, on a la suite
exacte
[1]  [\1]  (Okf)*  Gal(k(f)k(1))  [1]
*  _*
de plus l’application
Gal(k(f)k(1))  Gal(k(fp i
v p i (f))k (1))
_  _k(fp i
v p i (f))
est un homomorphisme surjectif de noyau Gal(k(f)k(fp i
v p i (f))), donc
* # Ok : *\1 mod f
*#1 (mod fpvpi (f)i )
caracte rise Gal(k(f)k(fp i
v p i (f))).
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Alors pour tout pi f, d’apre s la loi de re ciprocite de Shimura,
Npi (?pi)= ‘
* # H pi
P(*!pi+!)&P(!)
_*(ap )(P(*!pi)&P(!))
car \* # Hpi , *&1#0 mod q, i.e., (*&1) !=(*&1) ! =0.
De plus, _*(ap ) # k(pi
v p i (f)) et pour tout pf, p{p i , pour tout + # Hp ,
+&1#0 mod q et +&1#0 mod pvpi (f)i , alors
\pi f Npi (?pi) # ,
pf
K(p) .
On en de duit que pour tout pi f, le produit des ide aux premiers au
dessus de pi dans pf K (p) est principal. Ainsi, d’apre s le 1 de la remar-
que 2.1, tout ide al ambige premier avec q dans pf K(p) est principal. Or
[pf K(p) : K]=2_(q&1)2, donc tout ide al ambige A dans K est tel que
A2_(q&1)2 est principal. A l’aide du lemme 3.3, on en de duit que tout ide al
ambige A dans K est tel que A2 est principal.
Pour dk=&4, &3, les de monstrations sont analogues a la pre ce dente en
utilisant le lemme suivant dont la preuve est analogue au lemme 3.3.









On en de duit alors le re sultat suivant:
The ore me 4.4. On suppose que dk<&4. Soit K une extension abe lienne
de k telle que K g=K, et de conducteur f premier a 2. Alors tout ide al ambige
de K est principal.
De monstration. 1. Si ( |Gal(k(f)K)|, 2)=1 alors, d’apre s la proposition
4.1, on en de duit le re sultat souhaite car pour tout ide al ambige A de K, A
est principal dans k(f) et Nk (f)K (AOk (f))=A[k
(f) : K].
2. Si 2|Gal(k(f)K)|, on raisonne par re currence sur m(f), le nombre
d’ide aux premiers entrant dans la de composition de f.
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v Pour m(f)=1, d’apre s la partie 3, le re sultat est vrai.
v Supposons qu’il soit vrai pour m(f)=n.
v Soit f tel que m(f)=n+1. Comme K g=K, Gal(k (f)K)=
>pf Ip (k (f)K). On en de duit qu’il existe pf tel que 2|Ip (k(f)K)|. On e crit
alors f=p:A avec m(a)=n. Or Ip (k(f)K)/Ip (k(f)k(A)) et la description
locale du groupe d’inertie en p [8, p. 75, corollaire 4] dans le cas abe lien
nous dit que Ip (k(f)k(A)) est produit direct d’un sous-groupe cyclique d’ordre
premier a p par un p-groupe. Donc Ip (k(f)k(A)) posse de un seul sous-groupe
d’ordre 2 (car ( p, 2)=1) qui est Gal(k(f)k(p :) k(A)). Ainsi K/k(p:)k(A)=L.
On a alors le diagramme
et
K=K & k(p:) } K & k(A).
En effet,
Gal(LK & K (A))=Gal(LK) } Gal(Lk(A))
=‘
qf
Iq (LK) } Ip (Lk(A))
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or Ip (LK)/Ip (Lk(A)) donc
Gal(LK & k(A))= ‘
qf, q{p
Iq (LK) } Ip (Lk(A)).
De plus
Gal(LK & k(p :))=Gal(LK) } Gal(Lk (p:))
=‘
qf














Gal(Lk(A)) & Gal(Lk(p :))=[e]
donc
Gal(LK & k(A)) & Gal(LK & k(p:))=Gal(LK).
Pour obtenir le re sultat cherche il faut remarquer que K & k(A) et K & k(p :)
sont leurs propres corps de genres par rapport a k. Ce qui nous permet
d’utiliser l’hypothe se de re currence dans chacune de ces deux extensions.
Pour conclure, on remarque que l’extension KK & k(p :) est non ramifie e en
p et que l’extension KK & k(A) est non ramifie e en tout place divisant A.
K
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